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C. F. MANARA - P. C. NICOLA

Sui poliedri convessl

1. - Scopo della presente nota e illustrare geometricamente certi
teoremi fondamentali riguardanti gli insiemi convessi di punti, e di
esporre alcuni procedimenti dimostrativi, che possono apparire come non
immediatamente percepibili nei loro motivi e nelle loro direzioni se
esposti soltanto col puro formalismo algebrico.

2. - Consideriamo lo spazio ad m dimensioni, S,, (m > 2), sul cam-
po reale & siano
Xy, Xgor., Xm (xi € GB)

le coordinate di un suo punto P.
Come ¢ noto, considerati due punti P, e P, e posto

Py = [ 2y, xugv- .0 Xym |
Py = [ Xpy, Xpp, -+ -, Xpm]

st chiama segmento di estremi P, e P, Iinsieme dei punti P le cui
coordinate sono date da

1 X == WXy X (A, 2pe FHii=1..., m)
essendo i coefficienti 1,, 2, sottoposti alle limitazioni
@ W>0 ., 1>0 L A4 2= L.

In particolare, come abbiamao visto, si dice che i punti P, P; sono
estremi del segmento; ad essi corrispondono, in base alle formule (1) e
(2), le coppie di valori dei coefficienti

11=1,:&2=0e}1:0,12=1

rispettivamente. Gli altri punti saranno detti inlerni al segmento.
Dati in S, certi punti P; (i=l,...,h) (h>1), si definisce combina-
zione lineare dei punti P, il punto P le cui coordinate sono

h
xk=2c;xkk (k =1....m),

i=1
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punto che simbolicamente indichiamae scrivendo

) P=2 b

dove cy.....c, sono numeri reali detti coefficienti della combinazione.
Se in particolare per questi coefficienti si ha

h
an=1 ¢ >0 (i=1L..., m),

i=l

allora il punto indicato dalla (3) si dice ottenuto per combinazione
lineare convessa dei punti P,.....P}.

Cio premesso, ricordiamo che un insieme < di punti dello spazio
ad m dimensioni si chiama convesso se contiene ogni punto del seg-
mento di estremi Py e P, quando ne contiene gli estremi.

E del tutto chiaro che, considerata la retta come immagine del
campo reale A, il segmento di retta, cioe I'insieme di punti la cui
coordinata ascissa x soddisfa a limitazioni del tipo

X < X < Xy,

¢ un insieme convesso nel senso che abbiamo precisato. Da questo punto
di vista si puo dire che il segmento (nel senso elementare di questo
termine) ¢ l'insieme convesso elementare; e la definizione di insieme
convesso generale si potrebbe considerare come una condizione che im-
pane all’insiteme stesso di contenere I'insieme econvesso elementare
(segmento) quando ne contiene gli estremi.

La nozione di segmento che abbiamo data, generalizza in maniera
naturale la nozione elementare della figura che & designata con questo
nome, quando appartiene al piano o allo spazio tridimensionale abituale.

E evidente che in S, pud essere introdotta una topologia, definendo
per esempio come intorno {aperto) avente ceniro in P e raggio 8 (con
& reale e positive) I'insieme di tutti i punti

Q=ly.vye . Yul
tali che sia, per ogni indice ¢,
(4) x —vyi | <.
Tale insieme puo essere indicato con un simbolo che richiami il
suo centro ed il suo raggio, per esempio col simbolo

Int (P, &)
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Allora, rispetto a questa topologia (e ad ogni altra topologia ad
essa equivalente) =i puod definire il coneetto di punte interno all’insieme
<, di punte esterno e di punto di frontiera.

Su queste basi si pud ultetiormente precisare il concetto di insieme
convesso, definendo come sireitamente convesso un insieme <7 tale
che per ogni segmento di estremi P; e P; non pitt di due punti (e pre-
cisamente gli estremi) appartengano alla frontiera di I

Una proprieta facilmente dimostrabile degli insiemi convessi &
enunciata dal

Teorema. La intersezione di una famiglia di insiemi convessi
e convessa.

Si consideri ora un semispazio di S, cioé il luogo dei punti che

soddisfano ad una disequazione lineare del tipo

m
(5) 2 aixt; > b,

i=1
dove ay,...,ap.b sono dei numeri reali dali. Per comodita indichiamo
con f(P) il primo membro della disequazione (5), ponendo quindi

m
C) t (P = Z Q3 ¥i.

i=]

Si verifica immediatamente che l'insieme dei punti che soddisfano
alla disequazione (6) & convesso: infatti se P, e P, soddisfano alla (6)
allora si ha f(P)>b. {(P,) > h. lnoltre, poiche {(P) & una forma li-
neare, per ogni coppia di nurmeri reali A, si ha sempre

f OP + pPy) = M (Py) + pf (Py)
Se in particolare e 1>0, u>0, A+ =1 si ottiene

[ (2P, 4+ pPy) = 3 (P,) + pf (P) > b + nb = b.

Diremo che f(P)=b rappresenta un iperpiano estremule o supporto
estremale per un insieme & di S, se avviene che:
(i) per ogni punto P di T & {(P) > b;
(ii) & f(P)=Db per (almeno) m punti di F che siano fra loro linear-
mente indipendenti.

Si osserva facilmente che se f(P)=b & un supporto estremale di
T allora detto I l'insieme dei punti tali che sia f(P)=b non
esiste un insieme 7, che contiene ), per tutti i punti del quale
sia ancora f(P)=b.
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E importante precisare, per i nostri scopi, la nozione di copertura
convessa di un insieme & di S,. che si definisce come ’insieme di
tutti i punti 5., ottenuti come combinazioni lineari convesse di punti
appartenenti ad 7. Tale insieme viene abitualmente indicato col
simbolo [ 97].

La definizione di copertura convessa di un insieme consente di
definire immediatamente la nozione di poliedro convesso come la caper-
tura convessa di un insieme finito < di S, dei cui punti P si dice
che generano il poliedro convesso corrispondente.

Ai poliedri convessi si riferisce uno dei teoremi principali della
teoria dei corpi convessi, che ci proponiamo di analizzare dettagliata-
mente in questa nota. Vale infatti il seguente fondamentale

Teorema La copertura convessa di un insieme < finito e
non degenere (ossia non contenute in un S, (r<m)) di punti in S, &
la intersezione dei semispazi determinati dai suoi supporti estremali.

Geometricamente, per m=2 il teorema fondamentale appare del
tutto intuitive: invero dato un insieme finito di punti del piano, & evi-
dente che si pué assegnare un poligono che & il minimo tra tutti i poli-
goni convessi che hanno, sulla loro frontiera o nel loro interno, ogni
punto dell’insieme. Pertanto la copertura convessa dell’insieme 7
risulta essere la intersezione di tutti i semipiani determinati dai lati
del poligono.

Quando si considerano degli insiemi di punti in S,, con m>2,
il teorema precedente richiede una dimostrazione formale; intendiamo
generalizzare allo spazio S, un procedimento per la costruzione della
copertura convessa di un insieme finito, che appare intuitive in S,.

L’idea direttiva della dimostrazione per il caso in cui sia m=2
¢ la seguente:

si consideri un fascio F di reite parallele fra di loro; fissato in S; un
sistema di coordinate cartesiane (anche oblique) x,y sia

ax 4+ by =1
(essendo A un parametro reale) I’equazione delle rette del fascio F. Posto
f(P)=1(x, y) = ax 4 by,

ogni retta del fascio F appare ovviamente come luogo dei punti del
piano in cui la funzione f(P) assume un valore fisso; in particolare la
equazione f(P) = f(P,) rappresenta la retta del fascio F che passa per
il punto P,. Il fatto che I'insieme < sia finito porta come conse-
guenza che 1'insieme dei valori che la funzione f(P) assume nei punti
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dell’insieme & sia finito. Esistera quindi un punto almeno nel guale
la funzione stessa assume il valore minimo; per semplicita supponiamo
anzitutto che tale punto sia unico e indichiamolo con P,. Esistera quindi
una retta r( del fascio F passante per Pi; ovviamente tutti gli altri punti
dell'insieme diversi da P, apparterranno ad uno solo dei due semipiani
determinati dalla retta r,. Stabiliamo allora un verso positivo di rota-
zione nel piano (per es. I’abituale verso antiorario) ¢ facciamo ruotare
la retta r, nella stella avente centro in P;, fino a che si incontra il
« primo » dei punti appartenenti ad & diverso da P,. Il criterio per
determinare quale sia la « prima » reita in questione che contiene un
punto di &/ diverso da P; ¢ dato dalle seguenti osservazioni: nel
fascio di centro P; possiamo considerare una coordinata, per esempio
la coordinata tangente o un’altra equivalente. Poiché Vinsieme S &
finito ed ogni suo punto diverso da P; determina una retta del fascio
di centro P,, vi sara un numero finito di valori della coordinata che
competono a rette congiungenti Py con punti di & diversi da P, stesso;
ovviamente la retta che consideriamo puo sempre essere scelta col criterio
che sia quella alla quale corrisponde il valore minime della coordinata.

Lasciamo ora cadere la ipotesi semplificatrice che la retta r; con-
tenga un solo punto P; dell'insieme 7 scelto un altro fascio G di
rette parallele fra loro, diverso dal fascio F. & allora possibile determi.
nare univocamente un punto, da chiamarsi P;, sulla retta r, del fascio
F, come quello nel quale la funzione lineare, corrispondente al fascio G,
assume il valore minimo tra quelli assunti nei punti dell'insieme <
appartenenti alla retta 1.

3. - Cio che & stato scritto fin qui. con riferimento alla immagine
geometrica, puod essere tradotto formalmente con il procedimento che
ora esporremo.

Consideriamo lo spazio affine S; e sia & un insieme di N punti
(N>2) fra loro distintj

@ P. =[x, vi] (1 =1,..., N).

Supporremo che <7 mnon sia contenuto in un S, cioé che i pun-
ti (7) non sianc fra loro allineati.
Indichiamo con
au, bo, a), by
dei numeri reali tali che sia

Qo bu

qQ b[

(8) 40




8 C. F. Mavnaga - P. C. Nicora

e poniamo, per comodita,
® aGx+ay=15(xy)="f(P)
(10) aux+by=1f(x y)=1 (P)

Osservazione In virti della (8) non esistono due punti distinti
P’ ¢ P” per i quali si abbia contemporaneamente

fo () =t (P7) , £ (P) = f (P)

Ci proponiamo di riassegnare ai punti (7) degli indici nel modo
seguente: indichiamoe con P; il punto tale che per ogni P apparienente
ad 9 si abbia

i (Py) < £ (P)

e, se esistono dei punii P per i quali e £;(P;)=1f(P), si abbia
fo (Py) < fo (P)

Formiamo ora le espressioni

fo (P) — £ (Py)
an w B =T E 4P

1

42 W =gy =g

definite ovviamente solo per i punti di & che rendono il denomi-
natore diverso da zero.
Si dimostra immediatamente la validita del seguente lemma, che

discende dalla (8):

Lemma 1 Non esistono due punti distinti fra loro, P, e P, ap-
partenenti ad <7, per i quali si abbia contemporaneamente

G (Pr) = 9, (Py) : &y (Pr) = &, (Ps)

Indichiamo ora con P, il punto dell'insieme &7, diverso di Py,
iale che sia
%1 (Pg) < 90 (P)

e, se esistono dei punti in corrispondenza ai quali si ha ¢, (P,) = ¢, (P),
si abbia
o (Py) < 4 (P

definito in questo modo univocamente il punto P, poniame

(13) f, (P) = (7, (P)Y - &4 (Pz)] [t (P) — £ (P))] [ (Ps) — t, (P]
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Vale allora il

Teorema Per ogni punto P appartenente ad < si ha
I (P) > 0.

Dimostrazione. Innanzitutto si verifica che nella formula (13) si
ha £,(P,)=f(P;)=0; inoltre per la definizione data del punto P, e per
la definizione del punto P, si ottiene

fy (Pe) > £ (Py).

Allora per ogni P appartenente ad < tale che sia fy(P)==0 si
deduce che ¢ f(P)>0. Percio la equazione

(14) f: (P) =0

rappresenta un supporto estremale per l'insieme .
In generale. per ogni intero k>>1 definiamo per ricorrenza

15 fieg (P) = {ou (PY— ¢ (Puy )] [H(PY — & (P)] [K(Poay) — B (PO

fk (P) - fk (Pk+1)
o #ort (P = £ 00P) — by (Puss) !

1
an wues (P) = fory (PY — fkyy (Peyy) ”

Allora sussiste il

Lemma 2 Per punti di < che rendono diverso da zero
il denominatore delle (16) e (17) non esistono due punti fra loro distinti,
P, e P,, tali che si abbia contemporaneamente

Fhay (Po) = %14y (Ps),

dkyy (Pr) = Quyq (P.).

Chiamiamo Pi.; il punto dell’insieme <7 tale che, per ogni altro
punto di <7 si abbia
Fray (Prga) < @iy (P,
e se esistono dei punti per i quali & .., (P.,,) = @.,, (P) si abbia

Gugy (Puge) < gy (P,

per ogni intero k non negativo. Allora, in modo formalmente analoge
a quello seguito per dimostrare il teorema 1, le considerazioni prece-
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denti permettono di enunciave il seguente

Teorema 2 Per ogni punto P dell'insieme & si ha

k(P)>0 (k= 2,3...).

Si noti ora che per ipotesi I'insieme & & finito; dunque I'insieme
dei supporti estremali di & ¢ finito. Segue da cio che l'indice k che
appare nell’enunciato del teorema 2 assume soltanto un numero finito
di valori distinti e pertanto da questo tcorema discende immediatamente
il teorema enunciato all'inizio.

4. - Estenderemo ora la dimostrazione ad un insieme di punti
appartenente ad uno spazio di dimensione m qualsiasi, operando per
induzione rispetto ai valori di m. L’idea direttiva della dimostrazione
pud essere brevemente esposta con riferimento al caso in cui e m=3,
ciot al caso di un insieme di punti appartenente allo spazie ordinario
tridimensionale. Si consideri un fascio F di piani paralleli tra loro. e
si supponga che esso sia stato scelto in modo che messuno dei piani del
fascio sia parallelo ad alcuna tra le rette (in numero finito) che congiun-
gono fra loro a coppie i punti di ', né ad aleuno dei piani determi-
nati da terne di punti di I stesso.

Fissato nello spazio tridimensionale un sistema di coordinate carte-
siane x,y,z e posto

ax + by + cz = { (P),

sara f(P) = cost. la equazione di un piano qualunque del fascio F.
I valori che la funzione f(P) assume nell’insieme finito <7 sono in
numero finito e quindi esiste un punto dell'insieme nel quale f(P) as-
sume il suo valore minimo. Per la ipotesi fatta tale punto & unico;
chiamiamolo P,. Tutti i punti dell'insieme diversi da P, staranno in
uno dei due semispazi determinati dal piano di equazione

(18) t(P) = £ (P,).

Consideriamo ora la stella di rette avente centro in Py; proiettando
da questo punto gli altri punti dell'insieme 7 si ottiene un insieme
finito di rette, che possono sempre essere considerate come punti di uno
spazio affine X, a due dimensioni. Cio & reso evidente per esempio
intersecando ogni retta della stella di centro P, con un piano parallelo
al piano (18). Pertanto, per il teorema dimostrato nel caso in cui &
m=2, si avra un numero finito di supporti estremali, che sono piani
della stella di centro P,.
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Sta m uno di tali piani; allora tutti i punti dell’insieme stanno
in una dei due semispazi determinati da x. Sul piano = staranno
certi punti di 7, costituenti un insieme finito (:rl:) Possiamo
sempre supporre che il piano = non sia parallelo ad alcuno tra gli
assi coordinati; pertanto possiamo sempre immaginare di proiettare I'in-
sieme & (n) dal punto improprioc di un asse sul piano coordinato
opposto. Otterremo cosi un insieme finito & * di punti appartenenti
ad uno spazio a due dimensioni: per il teorema gia dimostrato esistera
un numero finito di iperpiani estremali (rette in questo caso) per I'in-
sieme < *. Sia o uno di questi iperpiani. Ora si osservi che la equa-
zione che rappresenta o nel piano a cui appartiene I'insieme J* puo
anche essere considerata come la equazione che rappresenta nello spazio
un piano che & parallelo alla direzione dalla quale l'insieme F («)
& stato proiettato in T * e passa per la retta o considerata. Questo
piano, insieme con il piano @ sul quale sta il sottoinsieme T (x),
determina un fascio di piani avente per asse una retta g; facendo ora
ruotare il piano = attorno alla retta g in un verso determinato, si
Incontrera un « primo » piano w che contiene un punto dell’insieme <
diverso da quelli che stanno sulla retta g. Questo piano w & ovviamente
un piano estremale per 'insieme & e contiene un sottoinsieme < (w)
contenuto in T proiettando < (®) in modo analoge a quello che
& stato fatto per il sottoinsieme <7 (x) si potra di nuovo individuare
un altro piano estremale, ¢ cost via. Poiché l'insieme <& ¢& finito,
appare chiaro che il procedimento avra fine dopo un numero finito di
operazioni e portera a determinare tutti i piani estremali di .

Per quanto riguarda la determinazione del piano w, appartenente
al fascio avente come sostegno fa retta g, si pud svolgere qui un ragio-
namento analogo ad une gia svolto in precedenza: invero si puo fissare
nel fascio avente come sostegno la retta g una coordinata; poiché ogni
punto dell'insieme &7, diverso da quelli che stanno su g, determina
univocamente un piano del fascio, esso determina univocamente anche
un valore della coordinata. Poiche & & fnito, saranno in numero
finito anche i valori della coordinata cosi determinati. Pertanto pessiamo
scegliere come piano w quello a cui compete il valore minima della
coordinata.

5. - Dopo avere illustrato con riferimento ad S; le idee geometriche
che suggeriscono la dimostrazione per induzione rispetto alla dimen-
sione m dello spazio, possiamo pascare alla traduzione formale dei pro-
cedimenti descritti, per un m positive qualsiasi.
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Sia & un insieme finito di punti in S, e indichiamo con
P = [xu Xg, «r v, Xm]

un punte generico di &7 . Osserviamo innanzitutto che le proprieta
di S, qui considerale sono invarianti rispetto a lrasformazioni affini
aventi determinante positivo. Pertanto si puo sempre supparre di avere
eseguito una trasformazione afline tale che nessuno degli spazi Sk. (k<m),
determinati da % punti linearmente indipendenti appartenenti ad <,
sia parallelo ad alcuno degli assi coordinati. Poiche <7 e finito, si
possono scegliere del numeri reali

Q,, dg, - -, Om

tali che ogni iperpiano della famiglia rappresentata dalla relazione

m

as 2 i Xi = Qo

i=1

contenga, al variare di a,, al pill un sole punto di 7. Poniamo, per

brevita,
m
f(P) = 2 ai X
i—lI

e scriviamo la (19) nella forma {(P)=a,.
Indichiamo ora con P, il punto. unico per ipotesi, in corrispon-
denza al quale f(P) assume, in < , il suo valore minimo e poniamo

(20) T(P) = {(P) — £ (P,),

allora e T(P) >0 per ognj P appartenente ad .
Indichiamo poi con

g (P)=0 (i=1....m—1)

le equazioni di certi (m—1) iperpiani passanti per P, e tali che la fami-
glia di iperpiani

T(Py=0, g (P)=0 (i=1...,m—1)

formi una base per la stella di iperpiani avente in P, il suo centro.
Per ogni punto P appartenente ad S che sia diverso da P,
poniamo
g. (P)

21 i (PY= = i=1... —
@1 yi (P) T (P) (i=1...., m—1)
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e indichiamo con S,,_; lo spazio affine dei punti aventi come coordinate
YisesYm—t-

Pertanto ad ogni punto appartenente ad <&  che sia diverso da
P, corrisponde un punte appartenente ad un certo insieme

&

di uno spazio S, , ad (m—1) dimensiouni.

Supponiamo che il teorema fondamentale valga per S, ; segue
da cid, per ipotesi. che esiste almeno un supporto estremale di - &.
Indichiamo con

m—1

chyw = Co

i=1
la equazione ad esso relativa. Discende da ¢id6 che la equazione

m—]

(22) Z Ci gi — Co T=0
i=1

rappresenta un supporto estremale, contenente il punto P;, nello spazio
Sm. Pertante la (22) & soddisfatta da almeno m punti di 7.
Consideriamo ora la equazione nelle variabili x, che si ottiene so-

stituendo nella (22), al posto di g e di T le espressioni date dalle for-

mule (20) e (21). Tale equazione avra la forma

(23) di x, +do = 0.

1

m
i =

Nella (23), in base alle osservazioni fatte, possiamo sempre sup-
porre che tutti i numeri d; (i=1,...m) siano diversi da zero. I punti
dell’insieme <7 appartenenti all’iperpiano di equazione (23) formano
un insieme | che appartiene ovviamente ad wuno spazio S, , ad
(m—-1) dimensioni; mvero, dalla osservazione fatta si trae che & sempre
possibile ricavare la coordinata x, di un punto appartenente ad I,
in funzione delle prime (m—1) coordinate, risolvendo la (23) nella forma

—1
Xm:(“da —_ 2 d; Xi)/ du-
i=1
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Pertanta e possibile proiettare i punti appartenenti all’insieme
S sull’iperpiano formato dai primi (m—1) assi coordinati; si ottiene
un insieme  7* appartenente all’iperpiano di equazione

Xm = 0.

Sia F(P)=0 la equazione di un supporto estremale per l'insieme
7,7 . iperpianc esistente per ipotesi, e definiamo per ogni punto ap-
partenente ad 7, che non appartenga anche ad <, la funzione

F(P)

GP)=——
Ddix+ do

i=]

sia G il valore minimo che G(P) assume e poniamo. per ogni punto
di &,
o _
\ —
(24) ¢ (Py=F(Py— | Y dixi+do |G
I i=z 1 al
Si verifica che per ogni punto di & si ha ¢ (P)> 0, poiche la espres-

sione 2 d; X; 4+ d, & positiva per ogni punto di & che non appar-
i
tiene anche ad &,: dunque

e (Py=20

rappresenta un supporto estremale di 5, diverso dal supporta estre-
male (22). Procedendo in maniera analoga a quella ora esposta si pos-
sono generare tuiti i supporti estremali di & , i quali sono in numero
finito poich¢ <7 & un insieme finito. Si ha quindi il

Teorema 3 Se il teorema fondamentale vale in S, (m>2)
allora esso e valido anche in S,,. Poiche il teorema vale in S, esso vale
per qualsiasi S,. dove m & un intero positivo qualsiasi.
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